POLINOMIS

Lluis Bibiloni i Matos, Pelegri Viader i Canals

Introduccié

Designarem un polinomi de grau n de la variable z mitjangant la notacié
P(z) = apnz™ + @p1z” ' + -+ a1z + a.

Aixi, a; sempre denotara el coeficient del monomi de grau k. En principi els coeficients
seran nombres reals i, aleshores, direm que P(z) és un polinomi a coeficients reals i escriu-
rem P(z) € R[z] (o complexos, P(z) € C[z], encara que llavors s’acostuma a especificar
aquesta circumstancia).

El grau d’un monomi a;z*, ax # 0, és el nombre natural k. El grau d’un polinomi és
el grau del monomi de grau maxim. Les constants es consideren polinomis de grau 0.
El polinomi 0, és a dir, el polinomi idénticament nul, no té grau. En la major part dels
problemes, els coeficients acostumen a ser enters ( P(z) € Zz]) o racionals ( P(z) € Q[z]).
Cal recordar que els polinomis sén una subclasse de les expressions algebraiques d’una
variable. Sén les expressions algebraiques enteres, és a dir, que les operacions que lliguen

les variables i els coeficients son la suma, la resta i la multiplicacié.

Definicio.- Dos polinomis o, en general, dues expressions algebraiques de qualsevol nombre
de variables s’anomenen equivalents si prenen el mateix valor numéric per a qualsevol
sistema de valors que assignem a les variables.

Exemples d’expressions equivalents sén les ben conegudes identitats de suma i diferéncia

del quadrat d’un binomi; en simbols:
(a+b)? =a® +2ab+ 2, (a—b)? = a® —2ab+ b?,
o la seva generalitzaci6 coneguda com la férmula del binomi de Newton. En el cas important
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a =1,b=z la fé6rmula de Newton agafa la forma:
n_[n n nN 2, (") .
1+2) —(0)+(1)z+<2)z + +<n):c .

El principi d'identitat

Definicié.- Un polinomi s’anomena idénticament nul quan els seus coeficients sén zero.

Definicié.- Dos polinomis s’anomenen idéntics quan tenen el mateix grau i els mateixos

coeficients.

Per tant, dos polinomis sén idéntics quan la seva diferéncia és un polinomi idénticament

nul. La importancia d’aquestes definicions rau en el

Principi d’Identitat: Dos polinomis sén idéntics si, i només si, sén equivalents.

Esquema d’una demostracié: Si P(z) = ag+a12+4--+anz™ i Q(z) = bo+b1z+---+bpz™
sén equivalents (s’acostuma a escriure P(z) = Q(z)), en particular han de coincidir per

z = 0 de manera que ag = P(0) = Q(0) = by, aixi, doncs, per a tot valor d’z sera
Az + -+ apzt =br+--- +bpz™.
Aixo es pot escriure
tPi(z) = z(a; + -+ @uz" ) = 2(by + - - - + bz™ 1) = 2Q4 (2)

per a tot valor d’z. En altres paraules 2P;(z) = 2@, (z). D’aixd en podem concloure que
Pi(z) = Q1(z) sempre que z # 0 perd per poder derivar que a; = b; (i arribar a una
demostraci6 per induccié), necessitem poder assegurar que P;(0) = Q;(0) i aixd s’ha de
demostrar. Coneixeu algun argument que garanteix la veritat d’aquesta afirmacié?

Per una demostracié alternativa vegeu el problema PL5

A T’hora de resoldre problemes, la conseqiiéncia més important del Principi d’Identitat és
Panomenat métode dels coeficients indeterminats. Explicarem en qué consisteix aquest
métode resolent el segilient problema de tothom conegut.

Les solucions de ’equacié az? + bz +c =0, a # 0 admeten I’expressié

.= b+t vb2 —4dac
- 2a
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Solucié: Es obvi que les solucions de 'equacié de segon grau v (z — a)? + =0 sén

i =a+ —E, I =a— —-'6-.
V 7 V Y

D’altra banda, és clar que si dos polinomis sén equivalents, han de tenir les mateixes
arrels. Per tant, el problema quedara resolt si sabem determinar a,8 i 4 de manera que
az?+bz+civ(z—a)?+p siguin equivalents. Es evident que 7 (z—a)? + B és equivalent
a 722 — 2vaz + ya? + B i del principi d’identitat obtenim que aquest wltim polinomi i

az? + bz + ¢ sén equivalents si, i només si,

a=-v
b=2~a
c=~a’+ 8.

Queda a carrec del lector discutir i resoldre aquest sistema d’equacions en les incognites

a,f 1 7 1 acabar el problema a la seva satisfaccid.

PL1.-Trobeu tots els nombres primers de la forma n* + 4.

Indicacié: Factoritzeu el polinomi z* + 4 en producte de dos polinomis de segon grau

utilitzant el métode dels coeficients indeterminats.

PL2.—(XXIV Olimpiada Espanyola.) Calculeu per a qualsevol valor del pardmetre enter

t, solucions enteres z,y de I’equacié

y? =z* —222% 4+ 432 4 858z + t* 4 10452 (¢ + 39)
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Alguns identitats remarcables.

z" —a®
° — zn—l +azn-2 + azzn—3 4+ F an—zz +an-—1
z—a
z" +a® ey
———— la divisié no és exacta.
z—a n n
. z"+a - - -
e Si n éssenar: ——— =z" ! —az" 2 a2z % —... —a" 2z 4 a""!
ztae,
. " +a s s =y
o Si n és parell: ———— la divisi6 no és exacta.
z+a
sz z" —a” n—1 n—2 4 ,2.n-3 n—2 n—1
¢ Sinésparell —— =z —az"? 4+ a’z" 3 —... 4+ a" 2z — g™
z+a
n_ gn
e Si n és senar: =Ta la divisié no és exacta.
z+a
El cas @ = 1 és de molta importancia (suma dels n primers termes d’una progressié
s
geometrica):
zt -1 n—1 n—2 n-3
T =2 +" 4"+ -+ 4+ 1.
m —

De passada, ja que som aqui, esmentem que

1
12~ 1+z+2>4+2%+... (série infinita). La igualtat val nomsés si |z| < 1.

D’aqui, per substituci6 directe s'obté (per |z| < 1):
1

172 =1—z+4+22—234 ... (signes alternats).

1—_—?=1+-’L‘2+$4+$6+"'

=14zF 422k 4234 ...

1-—zk

PL3.—Demostreu que per a tot n =0,1,2,...,

1— z2ntl

S =1+ +27) (142",

Aritmética de Polinomis.

Suposem conegudes les operacions algebraiques habituals, incloent la divisié entera de
polinomis i la propietat fonamental que afirma el grau del producte de dos polinomis és la
suma dels graus dels factors.

Les propietats que llistem a continuacié sén valides pels polinomis a coeficients racionals,

reals i complexos.
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o Calcul del maxim comi divisor de dos polinomis utilitzant 1’algorisme d’Euclides. Si
R(z) és el residu de dividir P(z) per Q(z), els divisors comuns de P(z) i Q(z) sén els
mateixos que els divisors comuns de Q(z) i R(z). L’algorisme consisteix en anar fent les

divisions segiients:

P(z) = C1(z)Q(z) + Ry(x) grau de R;(z) < grau de Q(z);
Q(z) = Cz(z)Ri(z) + Ra(z) grau de R3(z) < grau de R;(z);
Ry(z) = C3(z)Rz(z) + R3(z) grau de R3(z) < grau de Ry(z);

Ri_2(z) = Ci(z)Rik-1(z) + Re(z) grau de Ri(z) < grau de Ri_1(z);
Ri_1(z) = Cr41(z)Ri(2).
Si Ri(z) és una constant, direm que mcd(P(z), Q(z)) = 1,1 que P(z) i Q(z) sén primers
entre si. En altre cas, mcd(P(z), Q(z)) = Ri(z).

e Minim comu muiltiple. Es pot calcular com el producte dels polinomis dividit pel maxim

comu divisor.

¢ Concepte de polinomi irreductible: Un polinomi és irreductible o primer quan no es pot
expressar com a producte de polinomis de grau inferior. Cal parar compte en el fet que
un polinomi pot ser irreductible a Q[z] i ser reductible, per exemple, a R[z] o a C[z].

Trobeu-ne exemples.

o Igual que en el cas dels nombres enters, tenim el
Teorema de la factoritzacid vinica: Tot polinomi a coeficients racionals es pot expressar

de manera tnica com a producte de polinomis irreductibles.

o Avaluacié d’un polinomi per un valor concret de la variable utilitzant el: Teorema del
residu: El residu de dividir P(z) per z — a és P(a). La divisi6 és convenient fer-la pel
métode de Ruffini.

PL4.-Demostreu que z% — 2 és irreductible a Q[z].

Arrels.

Si P(a) =0, es diu que el nombre a és una arrel del polinomi P(z). Fixeu-vos que si a
es una arrel de P(z), el teorema del residu ens afirma que z — a és un divisor de P(z), és

a dir, P(z) = C(z)(z — a).
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PL5.-Demostreu que un polinomi de grau n > 0 no pot tenir més de n arrels.

Utilitzeu aquest resultat per derivar una demostracié del Principi d’Identitat.(De fet, es
tracta de provar una afirmacié més forta que implica aquest enunciat: vegeu el problema

segiient).

PL6.—Demostreu que si un polinomi de grau n s’anulla per més de n valors de la variable,
aleshores el polinomi és idénticament nul.

Quan s’admeten arrels complexes, el resultat contingut en el problema PL5 es completa
amb I'important:

Teorema Fonamental de I’Algebra, que ens assegura que un polinomi de grau n té
exactament n arrels, que poden ser complexes.

Aix6 implica que en el camp complex, els tinics polinomis irreductibles sén els polinomis

de grau 1.

Si els coeficients del polinomi sén nombres reals, les arrels complexes s’han de presentar de
dues en dues ja que si a+ bi és arrel, a— bi (el complex conjugat) també ho és (demostreu-
ho). Aixd justifica el segiient resultat: un polinomi amb coeficients reals i grau imparell té
almenys una arrel real.

Si aj,02,... ,0n s6n les n arrels del polinomi P(z) = anz™ + an—12"" ' +--- + a1z +ap

de grau n, el polinomi admet la descomposicié en factors lineals:
P(z) = ap(z —a1)(z —az)-... (2 — an).

S’ha de parar compte amb el a,, del davant, és facil d’oblidar-lo. Si hi ha arrels miltiples,

els factors iguals es poden agrupar:
P@)=an(z—a1)*(z—a2)?-...-(z—a,)™.
La relacié
P(z) =anz" + anaz” '+t aiz+ag = an(z — o) (2 —ag)? - ... - (2 — o)™

i el Principi d’identitat impliquen que els coeficients de P(z) s’expressen en funcié de les

seves arrels mitjangant les anomenades f6rmules de Cardano:
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Gn—1
ajtoazt+-tan=—
Gn
Ap-2
ajaz + ajaz + -0+ @p-1@p =
n

Qp-3

ajagaz + ajazay + -+ ap_2ap_10n = T
n

ayag - = (=1)" 2,
an

és a dir, la suma de tots els possibles productes de k arrels és exactament el coeficient de

z"~* dividit per a, amb signe (—1)*.

PL7.-L’equacié z3 + 3z% + gz + 3¢ = 0 té dues solucions que sumen 0. Calculeu, si és

possible, el coeficient ¢ i trobeu totes les solucions.

Els primers membres de les férmules de Cardano tenen la propietat de ser invariants per
permutacions de les arrels (és a dir, sén funcions simétriques de les seves variables, cosa
que vol dir que no canvien de valor si intercanviem o; per aj, etc.). Sén les anomenades
funcions simétriques elementals. Un resultat important i 1itil a ’hora de resoldre problemes
és el teorema segiient: Qualsevol funcid racional simétrica de les arrels d’un polinomi
s’expressa com a funcio racional dels coeficients i reciprocament.

A la practica, trobar I’expressié concreta d’una determinada funcié simétrica de les arrels

no és facil. Per exemple:
PL8.—Siguin a, b, ¢ les arrels del polinomi z3 —2z% 4z +5. Trobeu el valor de a* +b* +c*.

PL9.—(XXVII Olimpiada Espanyola.) Considereu ’equacié z* + pz? + gz +r = 0,r # 0,
que suposem admet tres arrels reals i positives, a,b,c. Determineu la relacié que ha de
lligar els nombres p,q i r per tal que els tres nombres a,b,c puguin ésser les longituds
dels costats d’un triangle.

(Indicacié: Suposeu les arrels ordenades a > b > c i expresseu la condicié de poder formar

triangle com una desigualtat que involucri una funcié simétrica de a,b,c.)

De les relacions de Cardano, 1’dltima és la més 1til. Ens diu que el producte de totes les

arrels i a, ésigual al terme independent, amb el signe corresponent:
apajaz---a, = (—1)"a,.
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Si els coeficients del polinomi sén enters, llavors aquesta tltima relacié ens demostra que
si ai és una arrel entera del polinomi, ha de ser forgosament un dels divisors de ay amb
signe + o —. No és dificil deduir també que si ai és una arrel fraccionaria del polinomi,
diguem p/q, llavors p ha de ser un divisor de ap (amb signe + o —) i ¢ ha de ser un
divisor de a,. En particular, si @, =1 el polinomi no pot tenir arrels fraccionaries, llevat
de les enteres.

No és dificil tampoc obtenir el seglients resultats:

PL10.-Si P(z) € Z[z],i P(0) i P(1) sén imparells, el polinomi no té arrels enteres.

PL11.-Si cap dels nombres P(-1), P(0), P(1) és multiple de 3, el polinomi P € Z[z] no

té arrels enteres.

PL12.-Si un polinomi té una arrel de multiplicitat r, el polinomi derivat té també la
mateixa arrel amb multiplicitat » — 1. Com a conseqiiéncia, si un polinomi no té arrels
miultiples, mcd(P(z), P'(z)) = 1.

Si a és arrel miltiple de P(z) de grau n, també és arrel del polinomi P(z)— Q(z)- P'(z)
on Q(z) és qualsevol polinomi. Un cas particular interessant és déna quan Q(z) = z/n
ja que aleshores els polinomi P(z) — P'(z)-(z/n) té grau n — 1.

Fitacié de les arrels.

Hi ha moltes maneres de donar fites superiors de les arrels positives d’un polinomi. Una
de senzilla i facil d’obtenir és la fita de MacLaurin: totes les arrels positives es mantenen
inferiors que el nombre 1+ N/a, on N és el maxim valor absolut dels coeficients negatius.

En general es compleix:

Regla de Laguerre-Thibault:

Si en dividir un polinomi per z — L, (on L és un nombre positiu) tots els coeficients del
quocient i el residu sén positius, L és una fita superior de les arrels del polinomi. Una
manera practica de fer aix6 és efectuar la divisié per Ruffini i observar que tots els signes

del resultat son positius.

PL13.—Demostreu la Regla de Laguerre-Thibault i que la fita de MacLaurin és realment

una fita superior de les arrels.
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Regla de Descartes

Si P(z) té els coeficients reals, el nombre total d’arrels reals positives (comptant multi-
plicitat) és inferior o igual al nombre total de canvis de signe en els coeficients (se suposa
el polinomi ben ordenat; si alguns coeficients sén 0, no s’han de tenir en compte per a
calcular el nombre de canvis de signe). De la mateixa manera, el nombre total d’arrels
reals negatives (comptant multiplicitat) és inferior o igual al nombre total de canvis de
signe en els coeficients del polinomi P(—z). En qualsevol cas, la diferéncia entre el nombre
d’arrels i el nombre de canvis de signe és sempre un nombre parell. La Regla de Descartes
només és til en determinades condicions “extremes”. Si no hi ha canvis de signe, llavors
segur que no hi ha arrels positives; si només hi ha un canvi de signe segur que només hi

ha una arrel positiva.

PL14.—Veriﬁqueu que el polinomi z'! +z® —3z% + z* + 2% — 22?2 + 7 — 2 té com a maxim

5 arrels positives i 2 de negatives. Demostreu que, com a minim, té 4 arrels complexes.

PL15.—(XXIII Olimpiada Espanyola.) Per a cada nombre natural n considerem el poli-

nomi

P,(z) =zt 2z 4 1.

a) Demostreu que I’equacié P,(z) = 0 té una arrel ¢, i només una a l'interval (0,1).
b) Calculeu lim; oo cp -

Canvis de variable

PL16.—Demostreu que si en un polinomi canviem z per:
a) —z, aleshores les arrels canvien de signe.

b) z + a, aleshores les arrels queden sumades amb —a.
c) Bz, aleshores les arrels queden multiplicades per 1/8.
d) 1/z, aleshores les arrels queden invertides.

(S’entén sempre que ens referim a la relacié entre les arrels del nou polinomi i les del vell.)

Aquests 1ltims resultats sén forga 1itils en molts problemes. Canviar la z per ¢ — a pot

ser dificil en alguns casos, donat el calcul que aixd representa. De vegades, per a fer aixo,
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pot ser util recordar el Teorema de Taylor:

P"(a p)
@), @ .

Pe) = P(@)+ 2Dz —a)+ Tz —ap ¢ B Do gy g

Si fem a = 0, trobem una manera interessant d’expressar els coeficients d’un polinomi:

= P(M)(0)/k!

Polinomis especials.

PL17.-Els polinomis de la forma az*+bz®+cz?+bz+a amb a # 0 s’anomenen polinomis
reciprocs de quart grau. Demostreu
a) Si a és arrel, aleshores 1/a també ho és.

b) Es poden trobar les arrels dividint tot el polinomi per z? i fent el canvi y = z + 1/z.

Els polinomis de la forma z™ — 1 sén especialment importants. Les seves arrels sén facils
de trobar: z = /1.

Recorrent a la radicacié complexa mitjancant la la férmula de Moivre:
(cos @ + isin0)F = cos k6 + isinké,

s’obté

2r .. 2« 4r . . 4w 2n—1)x .. 2(n—Dr
1,cos — + ¢sin —, cos — + ¢sin —, ... ,coS + zsin .
n n n n
Aquests nombres complexos, tots de modul 1, s’anomenen les arrels n -ésimes de la unitat.
Si les dibuixem al pla complex, es distribueixen regularment sobre el cercle unitat i unint
els extrems dels afixos corresponents obtenim un n-agon regular. Entre aquestes arrels
n-ésimes de la unitat n’hi ha que tenen la propietat de “generar” totes les altres en el
" sentit seglient: £9,£1,€2,€3,... 6! sén totes les arrels n-ésimes de la unitat. Direm

que ¢ és una arrel primitiva n-ésima de la unitat.

PL18.-
a) Trobeu les arrels primitiv&s sisenes de la unitat.
b) Sigui ( = cos 2X = + isin 2%, Demostreu que ¢* és una arrel primitiva n-&ésima de la

unitat si i només si k i n son primers entre si.
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(Suggeriment: Si recordeu la funcié ¢(n) (I'indicador d’Euler), podem dir que el nombre

total d’arrels primitives n-ésimes de la unitat és p(n).)

PL19.—Es defineix ®,(z) com el n-ésim polinomi ciclotomic de la segiient manera:

Pn(z) = (z &)z = &2) -~ (= — €p(m))
on £1,£2,... ,€,(n) s6n totes les arrels primitives n-ésimes de la unitat. Comproveu que
a) B(z)=z+1
b) &3(z) =z +z+1
c) By(z) =22 +1
d) @s(z)=z*+23+22+z+1
e) Pe(z) =22 -z +1

Conjectureu com sera ®,(z) si p és primer i demostreu la vostra conjectura.

Tots els polinomis ciclotémics sén irreductibles sobre els enters o els racionals, és a dir, no

admeten descomposicions en factors de grau més petit amb coeficients racionals.

Problemes

PL20.—Demostreu que la mitjana geométrica de dos nombres és sempre menor o igual que

la seva mitjana aritmética.

PL21.—(Olimpiada Austriaca). Trobeu tots els enters positius n pels quals ’equacié de

segon grau

a..+1:c2—23\/a¥+a§+---+a?.+1+(a1 +az+--+a,)=0

té arrels reals per a qualssevol nombres reals a;,as,... ,an.

PL22.—~(Olimpiada Russa, Leningrad). Siguin P;,P; i P; polinomis de segon grau amb
coeficient principal positiu i arrels reals. Demostreu que, si cada parell d’ells té una arrel

comuna, llavors el polinomi P, + P, + P; té també arrels reals.
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PL23.(Mathematics Magazine). Demostreu que el polinomi z* — 523 — 422 — 7z + 4 no

té arrels negatives.

PL24.-Si les arrels del polinomi z* + az? + bz + ¢ estan
a) en progressi6 aritmética, demostreu que 2a® — 9ab + 27¢ = 0.

b) en progressié geometrica, demostreu que a®c = b3.

PL25.—(Olimpiada Internacional). Demostreu que

T os2—7r+cos3—1r—
cos7 TR 7

N =

PL26.—(Olimpiada Internacional). Siguin @ i b nombres reals pels quals ’equacié

t+ar +bzl+az+1=0

té almenys una soluci6 real. Per a tots aquests parells (a,b), trobeu el minim valor de
a? + b2,

PL27.—Calculeu lasuma 1+2-2+3-22 +4-23 4+ ... 4+ n.2""1

PL28.—(XXIV Olimpiada Catalana). Demostreu que per a qualsevol polinomi p(z) exis-
teix un nombre real k tal que un dels dos polinomis p(z) + k i zp(z) + k no té cap arrel

real i 'altre en té només una.

PL29.~Inscrivim un heptigon regular en el cercle de radi unitat. Demostreu que la lon-

gitud del costat és una arrel del polinomi z® — 7z* + 1422 — 7.
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PL30.—El producte de dues de les quatre arrels de
z* — 182° + kz? + 200z — 1984

és —32. Determineu k.

PL31.—Demostreu que tot polinomi té un miiltiple polinomial no zero (és a dir el polinomi

multiplicat per un altre polinomi), els exponents del qual sén tots divisibles per 1000000.

PL32.—Demostreu que
n n\ . (n n\ a1
(D) +2(3)+3(3) +-4n(]) =2

PL33.-Demostreu que

PL34.—(XXIII Olimpiada Espanyola.) Demostreu que per a tot nombre natural n > 1 es

1.\/('1’)+2-\/<'2‘)+3~\/(?)+-~+n-\/®s\/m.

compleix

Mostra de solucions

Solucié del problema PL2

Un polinomi de quart grau Q(z), sempre admet una representacié de la forma Q(z) =
(p(z))2+q(.1:) amb ¢(z) de primer grau. Només cal escriure p(z) = az?+bz+c i determinar

a,b,c per minimitzar el grau de Q(z)— (p(z)) 2. També ho podeu fer completant quadrats.
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Sigui, doncs, Q(z) = z* — 222° + 4322 + 858z + t2 + 10452 (¢ + 39). Es clar que per
eliminar els monomis de quart i de tercer grau de Q(z) — (p(::))2 haurad de ser a =1 i

b= —11 Si escrivim p(z) = z% — 11z + ¢, per tal de determinar ¢ fem
Q(z) - (p(z))* = (=2¢c — 78)2® + (22¢ + 858) z — ¢ + +12 + 10452 (¢ + 39)

de manera que —2¢—78 = 0 equival a ¢ = —39 (quina casualitat!!). El coeficient de primer
grau, passa a valer, aleshores, 22(—39) + 858 = 0 (una altra casualitat, segurament).
Resumint,

Q(z) = (2* — 11z — 39)” + £* + 10452 (¢ + 39) — 39°.

El terme independent es pot escriure $2—392+10452 (¢+39) = (¢+39) (t—39)+10452 (¢+39)
i per tant, (¢ + 39)(t + 10452 — 39). Fent el canvi de variable

10452 — 2
1085 239+39=3_10‘;5 = s — 5226,

agafa la forma (s — 5187) (s + 5187) = s — 51872. El problema inicial es pot reformular
demanant que per cada valor del parametre enter s es trobin solucions enteres z,y de
Pequacié

y? = (2% — 11z — 39)° + s — 51872

que és equivalent a ’equacié
¥? — s? = (2% — 11z — 39)° — 51877

En arribar aquest punt, val a dir que ’enunciat del problema siné ambigu, com a minim,
és confus. Si no es llegeix amb atencid, hom pot pensar que es demanen totes les solucions
i, aleshores, el problema no es raonable, tal com veurem més endavant.

Un cop convenguts que alld que es demana és trobar algunes solucions enteres z,y per a
cada valor del parametre s (o t = s — 5226) es pot procedir de la seglient manera. Fent
y = £s, z,y seran solucions si (:l:2 —-1lz — 39)2 = 51872 i, resulta (de nou, casualment)
que l'equacié z? — 11z — 39 = 5187 equivalent a 22 — 11z — 5226 té les solucions z; =
—67,z; = 78 de manera que per a cada t enter, ¢ = —67,y = £(t — 5226) i z = 78,y =
+(t — 5226) sén quatre solucions del del tipus que es demanen.

Des d’un punt de vista estricte, per donar el problema per acabat cal, encara, explicar
perqué es raonable suposar que el problema no pot demanar altra cosa. Per a cada valor

s

enter de z, n(z) = (22 — 11z - 39)2 — 51872 és un enter que admet una expressi6 en
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diferéncia de quadrats. Resoldre y? — s? = n(z) equival a trobar totes les descomposicions
de n(z) en diferéncia de quadrats. Aquest és un problema que depén de la descomposicié
de n en factors primers. De fet és facil provar i ho deixem com exercici pel lector, que
a cada descomposicié d’un enter m en producte de dos factors, m = ab de la mateixa
paritat, li correspon una representacié com a diferéncia de quadrats. Per exemple, un
nombre relativament petit com 4725 = 23527 admet 12 representacions, essencialment
diferents, en diferéncia de dos quadrats.

Per 1ltim direm, que si hem dedicat tant d’espai en aquest problema no es pas perque
el considerem especialment enriquidor, ans al contrari, perque ningﬁ no dediqui a la seva

solucid, mes temps d’aquell que és convenient.
Solucié del problema PL8

L’expressi6 a* + b* + c* és una funcié simétrica de les arrels; per tant es pot expressar com
a funcié dels coeficients. Si a és arrel del polinomi z® — 2z% + z + 5 s’ha de complir que

a® —2a% + a+ 5 =0. Aixi, si dividim a* entre a® — 2a® + a + 5 tindrem
* = (a+2)(a® - 2a® + a+5)+ 3a® — Ta — 10 = 3a® — 7a - 10.

Igualment
b* =30 —7Tb—10 i c* =3c2—Tc—10.

O sigui que

at+bt+c*=3a>-Ta—10+30% —7b—10+3c> —7c— 10 =
=3(a2+b2+c2)—7(a+b+c)—30.

Ara,
¢12+b2+c2=(a-}-b+c)2 — 2(ab+ ac + bc)

i, per les relacions de Cardano,
a+b+c=2, ab+ac+bc=1

i tenim

at +b*+c*=3-(2-2-1)-7-2-30=-38.
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Polinomis
Solucié del problema PL26

Tenim una equacié reciproca de 4rt grau. Dividint per z? i fent el canvi y = z + 1/z
resulta z2 — yz + 1 = 0 Per tal que z sigui real ha de complir 4> —4 > 0 & |y| > 2.
Després del canvi ens trobem amb y? + ay + b — 2 = 0 que proporciona

—a++/a? —4(b—2)
y:.' 2 .

Perd |y| > 2 = |a|++/a? — 4(b— 2) > 4. D’aqui traiem 8|a| > 8+ 4b. Simplificant, elevant
al quadrat i sumant 4b? als dos costats obtenim 4a? + 4b% > 5b% + 4b+ 4 d’on

5 4, 45 2 4

2 2 > = 2 - —_) = - )2 -

a®+b _4(b +55+5) 4(b+5) +5.
El minim del segon membre es déna quan b = —2/5 i val exactament 4/5.

Solucié del problema PL27

1+2z+3.1:2+4233+---+n.1:"—l=‘—id;(a:+.1:2+~-+:c")=

dz™tl—z na™l—(n+1)z" +1
dz z—-1 (z—1)2

Substituint z per 2, obtenim la suma desitjada: 2"(n —1) + 1.
Solucié del problema PL29

El costat de ’heptagon és 2sinw/7. Aplicant la férmula de De Moivre:

™

7

(cos & + isin -77[)7 =cos7T+isinw
_Igualant parts imaginaries, tenim:
—64sin’ T + 112sin® 2 — 56sin’ = + Tsin 7 = 0.

7 7 7

Ara només cal substituir sin § per /2.
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